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Аннотация. Построено точное решение задачи о прогибах прямоугольной мембраны, закреплённой в 
наклонной плоскости, под действием переменной нагрузки. Приводится анализ распределения напряжений 
в мембране, из которого следует, что изменение формы мембраны с квадратной на прямоугольную приво-
дит к изменению количества точек с  σ୫ୟ୶  и увеличению значения  σ୫ୟ୶. 

 
Summary. The exact solution of the problem of deflections of a rectangular membrane fixed in an inclined plane 
under the action of a variable load is constructed. An analysis of the stress distribution in the membrane is present-
ed, from which it follows that changing the shape of the membrane from square to rectangular leads to a change in 
the number of points with σ୫ୟ୶ and an increase in the value of  σ୫ୟ୶. 

 
Ключевые слова: прогиб мембраны, прямоугольная мембрана, компоненты напряжений, переменная 
нагрузка, точное решение, уравнение Пуассона, быстрые разложения. 

 
Key words: membrane deflection, rectangular membrane, stress components, alternating load, exact solution, Pois-
son equation, fast expansions. 
 

Статья рекомендована к публикации оргкомитетом III научной конференции с междуна-
родным участием «Вычислительные технологии и прикладная математика», проведённой  
7-11 октября 2024 г. на базе Комсомольского-на-Амуре государственного университета. 
 
УДК 539.3+517.95 

 
Введение. В качестве пространственных тонколистовых металлических конструкций по-

крытия используют мембраны [1]. При решении задачи о прогибах мембраны чаще всего рассмат-
ривается жёстко закреплённый контур мембраны, расположенный в горизонтальной плоскости  
[2–4]. В данной работе будем определять прогибы прямоугольной мембраны, закреплённой в 
наклонной плоскости, под действием переменной нагрузки.  

Решение задачи и анализ результатов. Прогибы мембраны описываются уравнением 
Пуассона:  
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где  ,F x y  нагрузка на мембрану.  



 
 
 

Граничные условия зададим в виде 
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Решение краевой задачи (1), (2) должно удовлетворять условиям согласований: 
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Равенства (3) следуют из независимости величины прогибов  ,w x y  от направления под-

хода к этим углам.  
Функцию  ,w x y  представим конечным выражением в виде суммы граничной функции 

второго порядка и ряда Фурье по синусам, в котором учтены два коэффициента Фурье [4, 5]: 
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В работе [4] приведено точное решение краевой задачи (1), (2) в общем виде, выраженное 
через постоянные коэффициенты, входящие в выражение нагрузки  ,F x y  и функций 

     1 2 3, , ,f y f x f y  4f x  из граничных условий (2). Подбирая определённым образом значения 

этих постоянных коэффициентов, можно задать конкретный вид граничных условий и нагрузки 
 ,F x y . Для задания положения прямоугольной мембраны в наклонной плоскости запишем гра-

ничные условия линейным законом:  
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где , 1...4iw i   – прогибы в углах прямоугольной мембраны. 

В этом случае переменная нагрузка будет иметь вид  
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В результате получим точное решение задачи (1), (2) в виде (4) для куполообразной нагруз-
ки (6) и граничных условий (5): 
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В качестве материала мембраны выберем конструкционную углеродистую сталь обыкно-
венного качества марки ВСт3пс [1] со следующими характеристиками [5]: 82,35 10yR    Па, 

0,25  , 112,13 10E    Па, где yR  – расчётное сопротивление материала мембраны. 

Значения параметров , , , , 1...4i ia b Q w i   подбирались так, чтобы напряжения не превосхо-

дили расчётное сопротивление материала мембраны при двухосном напряжённом состоянии [1, 3]: 
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Значения max , рассчитанные по формуле (7) при различных значениях ,a b  и 
2

1 2 3 4 1 2 3 40,011, 0,0113, 4 10w w w w Q Q Q Q          , приведены в табл. 1 и 2. 

 
Таблица 1  

Значения max  в мембранах одинаковой площади и различном отношения /a b  при удлинении  

горизонтальной стороны 

Размеры мембраны, м 1a b   1 2a  , 2b   1 3a  , 3b   1 4a  , 4b   

Значение max , Па 60,80 10  63, 2 10  67, 2 10  71, 28 10  

Количество точек с max  1 1 1 1 

Координаты точек с max  (а; 2b ) (а; 2b ) (а; 2b ) (а; 2b ) 

 
Таблица 2  

Значения max  в мембранах одинаковой площади и различном отношения /a b  при удлинении 

наклонной стороны 

Размеры мембраны, м 1a b   2a  , 1 2b   3a  , 1 3b   4a  , 1 4b   

Значение max , Па 60,80 10  62,5 10  65,7 10  71,1 10  

Количество точек с max  1 2 2 2 

Координаты точек с max  (а; 2b ) 
( 2a ; b) 

( 2a ; 0) 

( 2a ; b) 

( 2a ; 0) 

( 2a ; b) 

( 2a ; 0) 

 
Заключение. Если прямоугольная мембрана закреплена в наклонной плоскости, то габа-

ритные размеры мембраны влияют на количество точек с максимальным напряжением max  и на 

величину max . У квадратной мембраны имеется одна точка с max , расположенная в середине од-

ной из сторон. У прямоугольной мембраны количество точек с max  зависит от того, какая из сто-

рон удлиняется – горизонтальная или наклонная. Возможны два варианта расположения точек:  
1. две точки – в серединах двух длинных сторон ( 2a ; b) ( 2a ; 0) (см. табл. 2);  

2. одна точка – в середине одной длинной стороны (а; 2b ) (см. табл. 1).  
Также в ходе вычислительных экспериментов установлено, что наименьшие напряжения 

max  из всех возможных отношений /a b  наблюдаются у квадратной мембраны (см. табл. 1 и 2). 

Если в качестве металлических конструкций покрытия необходимо использовать прямоугольную 



 
 
 
мембрану, то с целью уменьшения в ней напряжений её наклонная сторона должна быть длиннее 
горизонтальной (см. табл. 1 и 2), а габаритные размеры должны быть приближены к квадратным. 
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